Numerické metody
Interpolace a aproximace dat.

Interpolace dat krivkou (funkci) - kfivka (graf funkce) prochazi daty (body) presné.
Aproximace dat kfivkou (funkci) - kfivka (graf funkce) prochazi daty (body) priblizne.
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Figure 1: Nahrada f(x) = sin(x) na (—1, 6) polynomem ¢&tvrtého stupné.

Nejcasteji se za krivky (funkce) pouzivaji polynomy nebo linearni kombinace

goniometrickych funkci sin(kx) a cos(kzx).




Interpolace

Piklad. Prolozte body [1, 7], [2, 5] a [3, 11] polynomem 2. stupné.
[... feSeni na tabuli ... soustava linearnich rovnic ...]

Vysledek: polynom p(x) = 4x? — 14x + 17
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cla; hold on;

plot ([1,2,3]1,1[7,5,11]1,"r.’,"MarkerSize’, 20);

p = polyfit([1,2,31,[7,5,11],2) % koef. pol.

x = linspace(0,4,100); % vektor x pro kresleni

y = polyval (p,x); % hodnoty polynomu v x
plot (x,vy);




K ¢emu potrebujeme interpolaci polynomem?

Pfiklad. Nahradte funkci f(x) = cos(mz) naintervalu (0, %) polynomem 3. stupné.

Zvolime 5 bodt na intervalu (0, 2 ) — vypoé&itame v nich funkéni hodnoty funkce f(x)

— ziskané body v roviné prolozime (jako v predchozim prikladé) polynomem

(tentokrat stupné 3).

Vysledek: p(x) = 1 + 0.08852 — 5.9423x% + 3.530723.
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cla; hold on;
plot([0,1/6,1/3,1/2],[1,sqgrt(3)/2,1/2,0], ...
"r.”,"MarkerSize’,20);
“p = polyfit([0,1/6,1/3,1/2],[1,sqrt(3)/2,1/2,01,3)
x = linspace(-0.8,1.8,100);
y = polyval(p,x);
plot (x,vy, " 'b");
plot (x,cos (pi*xx), ' r——");

grid on
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axis([-0.8,1.8,-2,21);

Nyni, potfebujeme-li p¥ibliZnou hodnotu cos(0.37), staéi spoditat
p(0.3) =1+ 0.0885 - 0.3 — 5.9423 - 0.3% + 3.5307 - 0.3°.

3



Nebo:

Pfiklad. Nahradte funkci f(z) = e~ (Gaussovo rozdéleni) na intervalu (—5,5)

polynomem 6., 12. a 18. stupné,

cla; hold onj;

N =7; %7, 13 nebo 19

a = 5; % interval (-a,a)

x1 = linspace(-a,a,N); % data

[e)

vyl = exp(-x1.72); % data
plot(x1l,yl,’"r.”, " MarkerSize’,20);

p = polyfit (x1l,y1l,N-1)
x = linspace(-a,a,1000);
y = polyval (p, x);

plot (x,vy,"'b");

plot (x,exp(-x."2),'r—=");

1t grid on

0.5 axis([-a,a,-0.5,1.2]);
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Oscilace na krajich intervalu! Interpolace polynomem vysokych stupnu je nevhodna.



Aproximace - kiivka nepochazi daty presné ale jen priblizné.
Pfiklad. Prolozte body [0, 3], [1, 4] a [2, 4] polynomem 1. stupné. (Linearni regrese.)
[... feSeni na tabuli ... soustava linearnich rovnic ...]

Vysledek: p(x) = % + %:C ~ 3.1667 + 0.5 x.
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cla; hold on;
21 plot ([0,1,2]1,[3,4,4]1,’r.’, " MarkerSize’,b 20);
p = polyfit ([0,1,2],[3,4,4],1)
1t x = linspace(-1,3,100);
y = polyval (p, x);
0 : ‘ : ! plot (x,vy);
* ° ' ’ ° axis([-1,3,0,5]);

Je vidét, Ze funkce p(x) neprochazi zadanymi body presné, ale presto “dobie
vystihuje jejich chovani (priibéh)”.



P¥iklad. Prolozte body [x1, 1], [T2,y2], ..., [N, yn] polynomem 1. stupné a
polynomem 2. stupné.
Linearni regrese; polynomicka regrese; metoda nejmensich ctvercu.

[... feSeni na tabuli ... soustava linearnich rovnic ...]

cla; hold on;

% 30 bodu na ose x:

x1 = linspace(-4,4,30);

% data s nahodnym sumem:

vyl = x1.72+3xx1-1+randn (1, 30);
plot (x1,yl,’'r.”, " MarkerSize’,20);
p = polyfit(xl,vy1l,2) % 1 nebo 2
x = linspace(—-4,4,100);

y = polyval(p,x);

plot (x,vy);

axis([-4,4,-6,28])




Dosud pouze aproximace pomoci polynomu. Nyni linearni kombinace

goniometrickych funkci sin(kx) a cos(kx) a1,k =1,2,..., N.

- dulezité pro fyzikalni aplikace
- odstranéni Sumu u zvukovych signald, MRI
- elektromagnetické vinéni (radary), atd.

Pfiklad. Aproximujte zadana data |z1, y1], T2, Y2], - .., [T N, yn] linedrni kombinaci
funkei sin(x), sin(2x), sin(3x), sin(4x), 1, cos(x), cos(2x), cos(3x), cos(4x),




Pfiklad. (Opak.) Aproximujte zadana data [x1, y1], [T2, Y2, ..., |[TN, YN ] lineérni
kombinaci funkci sin(x), sin(2x), sin(3x), sin(4x), 1, cos(x), cos(2x), cos(3x),

cos(4x).
Jak se to spocita:

V bodech 1, T2, ..., XN se vyhodnoti véechny funkce sin(x), sin(2x), sin(3x),
sin(4x), 1, cos(x), cos(2x), cos(3x) a cos(4x). Ziskanych 9 vektord hodnot se
jako sloupce sestavi do matice, kterou oznacime Y . Potom sestrojime matici

A =YY avektor b = Y1y, kde y je sloupcovy vektor dat (1, Y2, . .., YN
)T

)T
Potom vyfedime soustavu rovnic Au = b. Ziskany vektor u = (1, ..., un

obsahuje koeficienty takové, ze hledana funkce je

p(x) = uy sin(x)+us sin(2z)+. . .+uy sin(4z)+us+ug cos(x)+. . .+ug cos(4x).



Diskrétni Fourierova transformace. Funkce fft a ifft v Matlabu.

cla; hold onj;

% 90 bodu na ose x:

x = linspace(0,2xpi,91); x(end) = [];

% data s nahodnym sumem:

= 2x38in(3.2*xx)+1xcos(1.9xx+1)+randn (1, 90)/2;

plot(x,vy,’'r.’, "MarkerSize’,10);

<

plot (x,vy,"'r");

% diskretni Fourierova transformace:
z = f£ft(y);

vynulovani vysokych frekvenci:
(6:end-4) = 0;

inverzni diskretni Fourierova transformace:

o\

z
%

1 1 1 1 1 1 y = ifft(z);
0 1 2 3 4 5 6 plot (x,V);




Priklad. Odstrante $um v zadaném akustickém signalu. Sum obvykle odpovida
vysokym frekvencim v datech.

57 cla; hold on;

N bodu na ose x:

= 200;

= linspace (0,2*pi,N+1); x(end) = [];

X = o

o\°

data s nahodnym sumem:

y = Ccos(x)+2*sin(9+x)+1.5xcos (15*xx+1)+...
randn (1,N) x0.6;
% plot(x,y,’'r.’”,"MarkerSize’,10);
plot (x,vy,"r’);
Or % diskretni Fourierova transformace:
= fft(y)s
vynulovani vysokych frekvenci:
0 1 2 3 4 5 6 M = round(N/10);
z

(M+1:end-M+1) = 0;

inverzni diskretni Fourierova transformace:
y = ifft(z);
plot (x,y,"b");
axis ([0, 2*pi,-5,51);
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Priklad. Aproximujte (nahodna) data v prostoru.

N=1[0,0;,1,0;0,1;1,1;1,2;2,1]1; % exponenty x a y
Nmax = size(N,1); % pocet polynomu

M = 20; % pocet dat
data = rand(M, 3); % data v (0,1)x(0,1)

Y = zeros (M, Nmax) ;
for k = 1:M % vyhodnoceni vsech pol. ve vsech bodech
for 7 = 1:Nmax
Y(k,Jj) = F(data(k,1),data(k,2),N(j,1),N(3,2))s A
end; 0.8
end;
A = Y’ xY; 0-6 7
B = Y’"xdata(:,3); 0.4 —
u = A\B; % reseni (koeficienty)
0.2
// Zde kresleni o
function z = F(x,y,nl,n2) -0.2 —
z = xX"'nlxy"n2; 05
-04 ~
! 08 0.6 0.4 0.2 g O
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... dokonceni:

// Kresleni:

x = linspace(0,1,20);
y = linspace(0,1,20);
[X,Y] = meshgrid(x,y);

for k = 1:20 % vypocet pro kresleni
for j = 1:20

pom = 0
for n = 1:Nmax
pom = pom + u(n)*F(X(k,3),Y(k,j),N(n,1),N(n,2));
end;
Z (k, j) = pomy;
end;

end;

cla; hold on;
plot3(data(:,1),data(:,2),data(:,3),"k"");
surf (X,Y,2); grid on;
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